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LATECNOLOGIATIPO COBB-DOUGLAS

Introduccion

El productor enfrenta diversas restricciones dentro del proceso pro-
ductivo, principalmente de orden econémico por el lado de la oferta y de la
demanda, y de disponibilidad de factores o recursos productivos, los cuales
por naturaleza son escasos; estos factores como son la tierra, el capital, el
trabajo, la iniciativa empresarial, los recursos energéticos, entre otros, pre-
sentan una disponibilidad poco relativa en las distintas sociedades llamense
capitalistas, socialistas, desarrolladas o en vias de desarrollo; por esto las
distintas sociedades tienen diferentes alternativas, viables, de combinar los
recursos productivos para producir los bienes y servicios que necesitan para
satisfacer sus necesidades. Estas maneras de combinar recursos se denomi-
na tecnologia, por lo que los planes de produccion de las empresas deben
ser factibles desde el punto de vista tecnoldgico. Estas combinaciones de
factores relacionadas con los diferentes niveles de produccion se describen
facilmente en lo que se denomina FUNCION DE PRODUCCION, que se pue-
de representar matematicamente de diversas maneras, una de ellas se de-
nomina “FUNCION DE PRODUCCION TIPO COBB-DOUGLAS".

Con el presente libro pretendo demostrar algunos aspectos relevantes
de la COBB-DOUGLAS. El trabajo se presenta en 3 capitulos, en el prime-
ro se presentan las propiedades de la funcion, las caracteristicas del cor-
to y largo plazo asi como los isocostos; en el capitulo dos se trata el tema
dual del equilibrio del productor a través de lo que es la maximizacion de la
produccion o la minimizacion de los costos; en el tercer capitulo se trata el
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DANIEL TABARES PERALTA

tema relacionado con la maximizacion del beneficio y la demanda de facto-
res, obteniendo la funcion de oferta y desarrollando un caso especifico de
la demanda de factores para el caso de una de las teorias neoclasicas del
comercio internacional. Los temas son abordados con la formalizaciéon ma-
tematica basica proporcionada por el calculo diferencial y requerida segun
los casos presentados.

Este libro sirve como un apéndice matematico, para los cursos de micro-
economia; y puede ser aprovechado por estudiantes y profesores que abor-
den el apasionado estudio de la microeconomia.



LATECNOLOGIATIPO COBB-DOUGLAS

PRIMERA PARTE

1. La funcion de produccién
a corto plazo

El corto plazo esta definido como el periodo de tiempo en el cual al me-
nos uno de los factores productivos permanece fijo durante el proceso pro-
ductivo. Aunque todos los insumos tienen la caracteristica de ser variables a
lo largo del tiempo, o de permanecer constantes en el corto plazo, el trabajo
(L) es el insumo variable por excelencia, ceteris paribus.

Una funcion tipica de produccion a corto plazo toma la forma de una
funcion cubica, donde se observan las diversas propiedades que presentan
las funciones de produccidn en la practica (ver grafico 1).

Q

Graficoa

El comportamiento de la funcion muestra que ésta inicia desde el ori-
gen, lo que significa que si no se utiliza ningun insumo variable no se obtiene
ningun nivel de produccion. Inicialmente la adicion de unidades adiciona-
les del insumo variable hacen que la produccion crezca cada vez mas, o sea
una produccion marginal creciente, posteriormente cuando la funcion llega
y traspasa el punto de inflexion, la adicion de unidades del insumo variable
hace que la produccion crezca cada vez menos, o sea una produccion mar-
ginal decreciente; por Ultimo cuando la funcidn alcanza su maximo, la adi-
cion de unidades del insumo hacen que la produccion disminuya, o sea una
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produccion marginal negativa, el factor variable se torna improductivo ante
las limitaciones por tener un factor fijo que en este caso se estaria utilizando
plenamente.

1.1. Producto fisico medio del trabajo (PMeL)

Es la produccion promedio por cada unidad de trabajo empleada duran-
te un periodo dado, y esta determinada por:

PMeL = o)
L

1.2. Producto fisico marginal del trabajo (PMal)

Es la relacion que existe entre la variacion de las cantidades producidas
debido a la variacion en una unidad del facto trabajo, y esta determinada
por la primera derivada de la funcion de produccion para un nivel de insumo
variable dado.

dO(L
PMal = ao(L)
dL
El PMaL es |la pendiente de la funcion de produccion en un punto deter-
minado.

1.3. Los rendimientos marginales

En la medida que se agreguen unidades adicionales del insumo variable,
permaneciendo los demas factores constantes, la produccion puede crecer
aritmo:

a. Creciente, donde la PMaL es positiva creciendo cada vez mas, los
recursos productivos estan siendo subutilizados.

b. Decreciente, donde la PMalL es positiva creciendo cada vez menos,
los recursos estan siendo utilizados 6ptimamente (ley de los rendi-
mientos marginales decrecientes)*.

1 La ley de los rendimientos marginales decrecientes sostiene que al agregar unidades
adicionales de un factor variable, manteniéndose constante los demas factores, la pro-
duccidn total crece cada vez menos.

10 -
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1.4. Las etapas de la produccioén

1.4.1. ETAPA |, cuando el PMeL es creciente, el PMal es mayor que el
PMelL. El PMaL alcanza su maximo (que corresponde al punto de inflexion
de la funcion de produccion) y a partir de este punto comienza a operar la ley
de los rendimientos marginales decrecientes, esta es una etapa ineficiente,
donde los recursos son explotados inadecuadamente (ver grafico 2).

En esta etapa se utilizd una cantidad pequefia de trabajo por lo cual su
produccion promedio (PMeL) es baja, pero en la medida que utilice unidades
adicionales de trabajo se incrementa la productividad promedio de todas las
unidades de trabajo, es decir, sila empresa no contrata unidades adicionales
de trabajo, estaria desaprovechando esas ventajas, por lo cual seria inefi-
ciente.

1.4.2. ETAPAII, comienza donde el PMeL esigual al PMaLy en ese pun-
to el PMeL alcanza su maximo (para un nivel de trabajo L)), cuando el PMeL
es decreciente, el PMal es decreciente y menor que el PMel; esta etapa
que termina cuando el PMal es cero (que corresponde al nivel de maxima
produccion total), es eficiente en el sentido que todos los recursos son explo-
tados adecuadamente (ver grafico 2).

En esta etapa es posible la maximizacion de los beneficios, se han con-
tratado las unidades necesarias de trabajo para salir de la etapa |, con la ca-
racteristica que la productividad de cada unidad de trabajo adicional (PMaL)
incrementa la productividad promedio de todas las unidades, sin que dicha
productividad, sea menor que la produccion de la Ultima unidad de trabajo
contratada. En este sentido el productor estaria utilizando eficientemente
las unidades de trabajo contratadas.

1.4.3. ETAPA lll, comienza cuando el PMal es cero, que corresponde
al punto donde la funcidn de produccion alcanza su maximo (para un nivel
de trabajo L,); a partir de este punto la PMalL es negativa, por lo que es una
etapa ineficiente (ver grafico 2).

En esta etapa se han contratado unidades de trabajo que exceden o so-
brepasan la capacidad productiva del insumo fijo, lo que quiere decir que al
utilizar unidades adicionales de trabajo no es posible incrementar la produc-
cion, por el contrario, la produccion total disminuira, lo que significa que la
produccion adicional por unidad de trabajo (PMalL) se torna negativa; 16gi-
camente ésta es una etapa ineficiente.

Universidad de Manizales -11



DANIEL TABARES PERALTA

LA FUNCION DE PRODUCCION DE CORTO PLAZO

Q

Q(L)

L1 Lo Trabajo

L4 L2 Trabajo
PMaL

Grafico 2.

1.5. La produccién tipo COBB-DOUGLAS?

La funcién de produccion COBB-DOUGLAS, tiene la siguiente forma
funcional:

Q= AL’K”
Donde:

Q, representa las cantidades producidas como una funcion de los facto-
resLyK.

Ly K, representan los factores trabajo y capital respectivamente.

A, es un coeficiente tecnoldgico, que mide la eficiencia en conjunto de
los factores, a mayor 4, mas eficiencia tecnoldgica.

2 Lafuncion de produccion COBB-DOUGLAS, fue presentado por C.W.COBBy P.H. DOU-
GLAS en The American Economic Review, suplemento de 1928, pp. 139-165.

12 -



LATECNOLOGIATIPO COBB-DOUGLAS

ay f, son parametros que miden la respuesta de las cantidades produ-
cidas ante una vibracion en los insumos trabajo y capital respectivamente; a
mide la variacion porcentual de la produccion como resultado de una varia-
cion del 1% en el factor trabajo (L), manteniéndose constante el factor capi-
tal (K); de igual forma, b mide la variacion porcentual de la produccién como
resultado de una variacion del 1% en el factor capital (K), manteniéndose
constante el factor trabajo (L), lo anterior define a ay 5, como la elasticidad
de la produccion del trabajo y del capital respectivamente.

1.5.1. Propiedades
1. Funcion homogénea de grado3(a + f).
2. Enelcasoespecial de (a+f)=1, es linealmente homogénea.

3. Lasrelaciones entre el trabajo y el capital para un determinado nivel
de produccion son inversas, es decir las isocuantas (definidas mas
adelante), tienen pendiente negativa y son estrictamente convexas
para valores positivos de Ly K.

4. Esestrictamente causiconcava para Ly K positivos.

Una propiedad importante de esta tecnologia es que es una FUN-
CION MONOTONA, lo que quiere decir que con una cantidad igual o
mayor de ambos factores (L y K), debe ser posible obtener al menos
el mismo nivel de produccion.

1.5.2. El corto plazo
La funcion de produccion total de corto plazo esta expresada como:
Q=AFK? — Q= Al”

Donde el coeficiente tecnoldgico A esta dado y el capital K permanece
constante.

1.5.3. Producto fisico medio del trabajo (PmeL)

L)y AL
puer = 2L _ e AL

3 Unafuncion es homogénea de grado a+b, si al multiplicar tanto L y K por una constante
1, el valor de la funcion de produccion se altera en la proporcion | elevado a la a+b.

Universidad de Manizales -13
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1.5.4. Producto fisico marginal del trabajo (PMal)

pvaL = T2L) _ oo

dL

El PMal es la pendiente de la funcion de produccion en un punto deter-
minado.

1.5.5. La elasticidad con respecto al trabajo

En éste el pardmetro a esta definido como la elasticidad de la produc-
cion con respecto al trabajo; si tenemos en cuenta que la elasticidad mide la
sensibilidad de las variaciones porcentuales en las cantidades ante las varia-
ciones porcentuales en los precios, quedaria:

aAl®™
e,,=|—— L=«
Ql" ( ALO[ ]

1.5.6. Los rendimiento marginales

1.5.6.1. Crecientes, donde a>1, la PMalL es positiva y los recursos pro-
ductivos estan siendo subutilizados (rendimientos marginales crecientes).

1.5.6.2. Decrecientes, donde a</, la PMalL es positiva y los recursos
estan siendo utilizados dptimamente (ley de los rendimientos marginales
decrecientes)-.

1.5.7. Relacion entre los productos medio y marginal
El PMalL es una fraccion a del PMelL.

PMal = aPMel. = aAL" KB

4 La ley de los rendimientos marginales decrecientes sostiene que al agregar unidades
adicionales de un factor variable, manteniéndose constante los demas factores, la pro-
duccidn total crece cada vez menos.

14 -
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2. El largo plazo

El largo plazo esta definido como el periodo de tiempo en el cual no
existen insumos fijos, todos son variables. La representacion grafica de la
funcion de produccion de largo plazo se conoce como las ISOCUANTAS
(igual cuantia), donde los insumos trabajo (L) y capital (K) se combinan de
diferentes maneras (tecnologia) para permitir el mismo nivel de produc-
cion.

La representacion funcional de una isocuanta con base en la tecnologia
COBB-DOUGLAS para un nivel de produccion determinado es de la siguien-
te manera:

Q, =AL°K”
Donde:
— \lU/B
ALY

En este caso para obtener el nivel de produccion (Q), se requieren dife-
rentes combinaciones de trabajo y capital (los dos insumos se tornan varia-
bles), existiendo una relacion inversa entre los dos factores.

Graficamente los valores del capital van en el eje de las ordenadas y los
del trabajo en el eje de las abscisas, O , representa la isocuanta para un de-
terminado nivel de produccion.

Universidad de Manizales - 15



DANIEL TABARES PERALTA

FUNCION DE PRODUCCION A LARGO PLAZO
K

K

Kz

L1 L2 L

Grafico3

2.1. Propiedades de las isocuantas

1.

16 -

Las isocuantas tipo COBB-DOUGLAS, tienen pendiente negativa, lo
que quiere decir que para mantener el mismo nivel de produccion
(desplazamiento sobre una isocuanta), se pueden sustituir unidades
de capital por unidades de trabajo o viceversa, en el grafico 3 para
pasar del punto A al punto B, se deben de sustituir (K, - K,) unidades
de capital por (L, — L,) unidades de trabajo, manteniendo constan-
te la produccion en el nivel Qo. Esta sustitucion de factores que se
define a través de la pendiente de la isocuanta, se denomina TASA
MARGINAL DE SUSTITUCION TECNICA (TMST).

LA TASA MARGINAL DE SUSTITUCION TECNICA, de trabajo por
capital, es el valor absoluto de la tasa a la cual el capital puede ser
sustituido por el trabajo, sin que se altere la produccion, segun la
grafica 2, laTMST entre el punto Ay el punto B, seria:

AK
TMST,K = ‘E‘
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Ahora, como la produccidn no sufre alteracion ante la variacion de los
factores, al pasar del punto A al punto B (grafica 3), si se sustituyen 4K
(K —K,) unidades de K por 4L unidades de L (L ~L ), la disminucion en la
produccion debido a la disminucion de 4K unidades (es decir 4K x PMaK)
debe corresponder exactamente al aumento en la produccidn debido al
aumento de 4L unidades (es decir AL x PMal), o sea que a lo largo de la
isocuanta:

AK x PMaK = AL x PMal. lo que equivale a

= TMST,,

AK|  PMalL
AL|"~ PMaK

La TMST en términos del célculo diferencial seria: Como la produccion
no sufre variacion al sustituirse un factor por otro el diferencial de Q es igual
a cero, dQ = 0, por tanto:

d0=2ar+ %k~
oL~ oK

dK _ 3Q/3L _ PMal _ TMST, = ak
dL  00/8K PMaK AL

donde: -

Lo anterior nos indica que la TMST entre los factores, es igual a la pen-
diente de la isocuanta, que esta dada por la derivada de la funcion de pro-
duccion COBB-DOUGLAS, en un determinado punto.

3. Diferentes niveles de produccién significan diferentes niveles de
isocuantas, lo que da origen al mapa de isocuantas, el cual es den-
so, debido a que cada punto en el plano trabajo-capital es corta-
do por una sola isocuanta, lo que da lugar a infinitas isocuantas.
Isocuantas mas a la derecha significan niveles de produccion mas
altos ya que se requieren mayores combinaciones de trabajo y ca-
pital, andlogamente isocuantas mas a la izquierda significan nive-
les de produccion menores, o sea menores combinaciones de tra-
bajo y capital (grafico 4).

Universidad de Manizales -17
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MAPA DE ISOCUANTAS

K
Q3 >Q2>Q1
Q3
Q2
N T
L

Grafico 4

4. Lasisocuantas no se cortan, ello significa una contradiccion de la 16-
gica, si observamos el grafico 5, las combinaciones de insumos A 'y
C estdn sobre la isocuanta Q2, mientras que las combinaciones A 'y
B estan sobre la isocuanta Q1, por lo cual B y C serian equivalentes
a Ay deberian estar sobre la misma isocuanta, pero no lo estan; la
combinacion B produce mas que la C por estar en una isocuanta mas
alta: por lo tanto la interseccion de isocuantas no es posible.

Q2
Qi

Cc

Grafico g
18-



LATECNOLOGIATIPO COBB-DOUGLAS

Las isocuantas son convexas respecto al origen, en la medida que
se sustituyen unidades de capital por trabajo, de izquierda a dere-
cha sobre una isocuanta, la TMST se hace cada vez menor, lo que
quiere decir que la empresa al utilizar unidades adicionales de tra-
bajo, estara dispuesta a utilizar proporcionalmente menos unidades
de capital, o sea que al ser relativamente menores las unidades de
capital sustituido por las unidades de trabajo, la PMaK sera mayory
la PMaL sera menor (por la ley de los rendimientos marginales de-
crecientes).

La convexidad implica que el valor absoluto de TMST disminuye
a medida que se sustituyen unidades de capital por mas unidades
de trabajo a lo largo de la isocuanta, es decir el trabajo se combi-
na con menos unidades de capital, lo que significa que al disminuir
las unidades de capital, aumenta la producciéon marginal del capital
(PMaKk), y al aumentar las unidades de trabajo, disminuye la pro-
duccion marginal del trabajo (PMalL), y como lo la pendiente de la
isocuanta, en términos absolutos, es PMaL/PMaK, quiere decir que
la isocuanta estd declinando y es convexa al origen.

2.2. Los rendimientos a escala

La funcion de produccion de largo plazo produce rendimientos a esca-
la, en la medida que los factores productivos varien proporcionalmente, las
cantidades producidas variaran también, pero en menor, igual o mayor pro-
porcion, por lo cual se dice que la funcion tiene rendimientos decrecientes,
constantes o crecientes a escala respectivamente. En este caso tenemos que
al multiplicar cada uno de los factores capital y trabajo por una constante c,
la produccion quedara multiplicada por un valor inferior (si (a+f)<1), igual (si
(a+P)=1) o superior (si (a+f)>1), a dicha constante:

O(cK,cL) = A(cL)* (cK)? = c*"* AL*K®

Ejemplos:

1) 0= K03 06

Si,c=2

Q _ (2K)0'3 (2L)0.6 = 00.3+0.6 R0.3[0.6 = ].86606(K0'3L0'6)

En este caso la funcidon presenta rendimientos decrecientes a escala,
donde (a+p)<I.

Universidad de Manizales -19
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2) Q = K05 [ 05
Si,c=2
Q — 4(2K)0.5 (ZL)(U = D0.5+0.5 4R05] 0.5

En este caso la funcion presenta rendimientos constantes a escala, don-
de (a+p)=1.

3) Q = 3K05107
Si, ¢=2
O = 3(2K)" (21)"7 = 205707 3(KISL07) = 2.2974(3K" L")

En este caso la funcion presenta rendimientos crecientes a escala, don-
de (a+b)>1.

2.3. Los isocostos

El productor dentro de su actividad se enfrenta a una serie de restriccio-
nes de tipo financiero, donde tiene que decir cdmo distribuye su limitado
presupuesto para adquirir los factores productivos que le permitan obte-
ner una produccion maxima posible. Si hablamos de factores variables en
el largo plazo, la restriccion presupuestaria del productor esta dada por la
siguiente ecuacion rectilinea:

m=rK +wL

La anterior se conoce como la ecuacion de isocostos, donde:

La m, representa los recursos financieros de los que dispone el productor
(presupuesto).

La r, representa la renta o precio por unidad de capital que debe pagar el
productor en un periodo de tiempo determinado, generalmente se obtiene
mediante la tasa de interés del mercado que tiene que pagar la empresa por
tomar prestado un capital para fines de inversion.

La K, representa las unidades del factor capital.

La w, representa los salarios o el precio por unidad de trabajo empleada
por el productor en un periodo de tiempo determinado, se puede expresar
en pesos por hora de trabajo, pesos por trabajador-mes, etc.

La L, representa las unidades del factor trabajo.

20 -



LATECNOLOGIATIPO COBB-DOUGLAS

Si el productor dispone de un presupuesto dado (m ), la ecuacion que-
daria:
g W
s r

La anterior ecuacion corresponde a la ecuacion de isocosto rectilineo,
donde la pendiente esta dada por el coeficiente del factor trabajo —(w/r),
que representa la tasa a la cual pueden ser cambiados los factores sin nece-
sidad de cambiar el presupuesto. Su representacion grafica es:

molr

0 Mo/W L

Grafico 6

La recta de isocosto representa las distintas combinaciones de factores
en las cuales el productor dispone la totalidad de su presupuesto, si desea
obtener unidades adicionales de un factor debe renunciar a unidades del
otro factor, esta tasa de sacrificio esta determinada por la pendiente y es-
pecificamente por su valor absoluto, w/r, conocida también como LA RELA-
CION DE SUSTITUCION EN EL MERCADO (RSM), llevado en términos del
calculo diferencial, esta sustitucion de un factor por otro, esta determinada
por la derivada de la funcion de isocosto:

RS-tk ¥

dL r

Ejemplo: Dado que w= -2//= -2 lo que quiere decir que dado el presu-
puesto de $16 y sin que varien los precios del capital y el trabajo si la em-
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presa desea utilizar una unidad adicional de trabajo tiene que renunciar a 2
unidades de capital (al pasar de A a B, grafico 7).

Graficoy

2.3.1. Mapa de isocostos

Si los precios de los factores permanecen constantes, pero existen va-
riaciones en el presupuesto del producto (m ), la recta de isocosto se des-
plazara paralelamente hacia la derecha si el presupuesto aumenta (m,) o
hacia la izquierda si el presupuesto disminuye (m,). Lo que quiere decir que
un productor puede obtener diferentes rectas de isocostos, dependiendo de
las disponibilidades presupuestales (grafico 8).

ma/r

molr

moa/r

ma/w mo/w mi/w L
Grafico 8
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SEGUNDA PARTE

3. La dualidad en el
equilibrio del productor:
maximizacion de la produccién
o minimizacion de los costos

El productor se enfrenta a diferentes alternativas productivas segun su
mapa de isocuantas, tales posibilidades estan sujetas a la disponibilidad pre-
supuestal que le permitan al productor adquirir las unidades necesarias de
los factores trabajo y capital para obtener un maximo de produccién ago-
tando su presupuesto; es decir donde alcance unaisocuanta (Q,) tangente a
la recta de isocosto (punto A, en el grafico 9).

Alcanzar laisocuanta Q, representa una mejor opcion, pero en este caso
el presupuesto es insuficiente, distinto si produce el nivel representado en la
isocuanta Q,, donde puede agotar todo su presupuesto, puntos B 6 C, pero
estaria produciendo menos (Q, es menor que Q)), lo que no resultaria racio-
nal. Ahora si utiliza una combinacion de factores que se ubique en un punto
sobre la isocuanta Q,, no estaria agotando todo su presupuesto y seguiria
produciendo una cantidad que no le permitiria maximizar sus beneficios, lo
que tambien romperia con el principio de la racionalidad del productor.

Q2

Graficog
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Para encontrar las unidades de trabajo (L *) y capital (K*) que permitan
maximizar la produccion sujeta a una restriccion presupuestaria, se hace uso
del célculo a través de los multiplicadores de Lagrange: 2 METODOS (maxi-
mizacion de la produccion y de minimizacion de costos).

3.1. Maximizacion de la produccién
Sea:
QO = AL**"|a funcion objetivo a maximizar
Sujeta a:
m = rK + wL la restriccion del isocosto

De donde la funcion lagrangiana es:
Q*=AL*K*+ | (m —rK—wL)

Diferenciando con respecto a L, K e igualando las derivadas a cero, te-
nemos que:

sk
o0 =adAl’'K? = Aw=0
oL

De donde:

oQ
adl’'K? 51 PMal

w w w

A, = 1)

En este caso 4, se conoce como el PRECIO SOMBRA DEL TRABAJO y
mide en términos de unidades fisicas de producto, cual es el rendimiento de
la Ultima unidad monetaria invertida en unidades de trabajo.

%
1/5{ = BAL°KP™ = Ar =0

De donde:
_ PALCKT PMaK

r r

Ak

(2)
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En este caso 4, se conoce como el PRECIO SOMBRA DEL CAPITAL, y
mide en términos de unidades fisicas de producto, cual es el rendimiento de
la Ultima unidad monetaria invertida en unidades de capital.

%
0 =m—-rK—-wL=0
o1

De donde:

m = rK + wL (es la restriccion) (3)

El equilibrio en la inversion se lograra si la Ultima unidad monetaria in-
vertida en capital, rinde lo mismo que la Ultima unidad monetaria invertida
en trabajos, es decir si:

A= A 0seaque (4, /1) =1 lo que quiere decir que si dividimos (2) en-

PMaK
tre (1), quedaria: ——— =1 de donde - MAL _W | | al signif
re (1 ria: = ——=— :
e ,que aria PMaL e daonde PMaK 7 O CUa Slgnl Ca que
w

TMST = RMS.

Donde la TMST = RMS, es el punto de equilibrio, en el cual el productor
alcanza su maximo nivel de produccion, teniendo en cuenta su presupuesto.
Graficamente este punto representa la tangencia entre la curva de isocuanta
mas altay la de isocosto, o sea donde sus pendientes son iguales.

Sialargo plazo, el productor se enfrenta a distintos puntos de equilibrio,
debido a variaciones en el presupuesto, manteniéndose constante la rela-
cion entre los precios de los factores K'y L, la curva de isocostos se desplaza
paralelamente a la derecha si su presupuesto aumenta, o a la izquierda si el
presupuesto disminuye; estas rectas de isocostos seran tangentes a diferen-
tes isocuantas, definiendo asi distintos puntos de equilibrio que al unirlos se
obtiene la denominada SENDA DE EXPANSION (gréfico 10).

5 Enestecasose cumpleel principio de la equimarginalidad o la segunda ley de Gossen, que
describe la condicion para maximizar la utilidad, en este caso la produccion, donde para
un presupuesto dado, debe distribuirse entre los diferentes factores de tal manera que sus
utilidades marginales ponderadas por el precio del factor, seaniguales en dichos factores.
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Senda de expansién

E4
=
E> Q4
E, Qs

2

Q1

Grafico 10

La ecuacion por la senda de expansion se obtiene a partir de la condicion
de equilibrio del productor.

PMalL PMal  PMaK
- =K,d0nde e Eet ,08eah, =4, Side 1A, =1
PMaK v w r
adAL" K"
PMaL PMaK w
Entonces — |=1. porlotanto ———— =1
w r BAIF KR
r
aKr , . .
Donde: ———— =1 , al despejar KX, la ecuacion de la senda quedaria
bLw
w
K = —EL (4)
ra

La senda de expansion muestra el costo total a largo plazo minimo de
producir cada nivel de produccion.
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Reemplazando 4 en 3:

m=V[K£LJ+WL:>m=wL(£+lJ:>m=wL(a+ﬁj

ra a a

a m
Donde L* = —
onde (a+/3’)w (5)

Donde a/(a+pB) es la proporcion del presupuesto m, que se invierte al

contratar unidades de trabajo. Dado el presupuesto, si aumenta el salario
(w), disminuyen las cantidades demandadas de trabajo (L) (grafico 11).

Demanda de L

Grafico1a

Ahora si reemplazamos 5 en 4, tenemos que:

Kzﬂﬁ( @ JﬂjK*:[iJﬂ
ral\a+p)w a+p)r

Donde S/(a+p), es la proporcion del presupuesto, m, que se invierte
al utilizar unidades de capital. Dado el presupuesto, si aumenta el cos-
to del capital (), disminuyen las cantidades demandadas de capital (K)
(grafico 12).
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Demanda de K

Grafico 12

L*y K* representan las demandas marshallianas® del trabajo y del ca-
pital, respectivamente. Estos factores representan las cantidades optimas
que permiten maximizar la produccidon dado un presupuesto. Ahora, si estas
demandas se reemplazan en la funcidn objetivo, se obtiene la *FUNCION
INDIRECTA DE PRODUCCION":

oo 2 MIT_B MY
B a+pw||la+p r

e [N (BY M’
¢ _A(w] [J (a+p)*

La funcion objetivo describe en forma general la relacion entre los ni-
veles de produccion y la utilizacidon de factores, mientras que la funcion in-
directa de produccion incorpora el comportamiento optimizador (maximo
nivel de produccion con minimos costos) entre un nivel de produccion vy el
presupuesto utilizado en cada uno de los factores trabajo y capital.

6 Ladenominada demanda Marshalliana de factores, o demanda ordinaria, establece una
relacion fundamental entre las cantidades de L y K demandadas y el presupuesto. A dife-
rencia de la demanda Hicksiana o compensada donde la relacion se da entre las cantida-
des de factores demandados y un nivel de produccion deseado.
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3.2. Minimizacion de los costos

Si aplicamos el proceso anterior tomando como funcion objetivo la

ecuacion de costos, y la funcion de produccion como la restriccion, tene-
mos que:

CT*=wL +rK Funcion objetivo a minimizar
Sujeta a:

0= AL°K”
De donde la funcion lagrangiana es:

CT*=wL+rK + A(Q - AI°K")

Diferenciando con respecto a L, Ky 4, e igualando las derivadas a cero

(condiciones de primer orden para que la funcion esté en un minimo), tene-
mos que:

T *
e w—AadLl"'K* =0
oL
Donde: ﬂ’/‘ — Lis — Lis (2)

A 'K? PMalL

T %
ocTr _ r—APALCK" =0
oK
Donde: ﬂ“K d = d (2)

T BAL'KPT T PMaK

Tanto 4,como /, se conoce como los precios sombra del trabajo y capital
respectivamente, y miden en términos de unidades monetarias, cual es el
costo de la Ultima unidad utilizada de trabajo y capital.
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gCT*
oA

=0- AICKP = () (eslarestriccion) (3)

Q= ALK

El equilibrio se lograra cuando el costo de la Ultima unidad utilizada de
trabajo sea igual al de la Ultima unidad utilizada en capital, es decir, = 4,0
sea, /A, = 1, lo que quiere decir que si dividimos (1) entre (2) quedaria:

w
PMal
v

PMakK

=1, de donde: PMaL/PMaK = w/r

Lo cual significa que TMST = w/r

Lo anterior significa que donde TMST = w/r, es el punto de equilibrio en
el cual el productor minimiza los costos de produccion teniendo en cuenta
un determinado nivel de produccion, graficamente este punto representa la
tangencia entre la curva de isocuanta y la de isocosto, o sea donde sus pen-
dientes son iguales (grafico 13).

Tl LT ‘

& CT=wL+rK

Grafico 13

Ahora, del equilibrio PMaL/PMaK = w/r, se obtiene la ecuacion para la
SENDA DE EXPANSION:
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Como PMaL = aAL“'K"y PMaK = bAL‘K"!, se tiene:

aAl7'K”
= —, oseaw/r =aK/bL, al despejar K, se obtiene la res-

PALCKP 7
pectiva ecuacion:

K =wpBL/ra (4) (para la senda de expansion)

Se reemplaza (4) en la restriccion é = AI*K? ,se obtiene

@ - AL“[W_ﬂLJﬂ

ra

Al despejar L:

1

aif @rﬁaﬂ ~ Q},ﬂaﬁ a+p
L7 ==—— dondel = | ————= , 0sea
Aw’B*? AwPB”?
e B

a+f o+
v [ — 2 (ﬂ} (5)
A wp

Si se reemplaza (5) en (4), se obtiene:

e B
K WB Q| raes
ra\ A wp

L**y K** se conocen como las demandas Hicksianas o compensadas
del trabajo y capital respectivamente (ver pie de pagina 3); es decir, son las
cantidades 6ptimas de L y K que minimizan los costos para obtener un nivel
de producto deseado.

(6)
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Por Ultimo, si se reemplaza (5) y (6) en la funcion objetivo, se obtiene la
“funcion indirecta de costos”.

CT=wl+rk

1 B ! B

ek EINC - b
A wp re\ A wpi

S ! ¥ B |
cre "= Q7 {2 )7 oplresl Q7 gl e o

A B A

1 B a

CT® = w”:'[ﬁr”fﬁ(élwﬂ (a]tﬁﬁ + (aJlﬂﬁ
A yil b

Esta “funcion indirecta de costos”, muestra como aumenta el costo total
de produccion cuando aumenta el nivel de produccion Q, y cdmo varian los
costos cuando varian los precios de los factores, cuando a+f=1 el proceso
muestra rendimientos constantes a escala, y cuando (a+)>16 (a+B)< 1, los
rendimientos a escala son crecientes y decrecientes respectivamente.
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TERCERA PARTE

4. Maximizacioén del beneficio
y demanda de factores

Hemos encontrado a través de la dualidad en el equilibrio del producto
las cantidades de trabajo y capital que permiten obtener un nivel de pro-
duccion maximizador de los beneficios (). Los beneficios econdmicos que
estan definidos como la diferencia entre el ingreso total (17) y el costo to-
tal (CT), = = IT — CT, serdn maximos cuando esta diferencia sea la mayor
posible, ahora como el IT'y el CT dependen de los factores de produccidn
Ky Ly de su costo, los beneficios serdn una funcionde K, L, ry w.

IT=PQ > IT = P (AL°K*)

(1) IT = P(AL°K?)

(2) CT=wL +rK

(3) n(K, L) = P(AL*K?) - wL — rK (funcion de beneficios).

Dado que los costos de los factores y el precio del producto estan dados
bajo los supuestos de la competencia perfecta, la empresa se enfrenta a un
problema de maximizacion de los beneficios, donde debe elegir los niveles
optimos de Ky L, los que alcanzara al cumplir las condiciones marginales
para hallar un maximo global éptimo para todos los valores de la funcion.

Las condiciones de primer orden son: (C.P.O.)

or GIRB) v —
4) oL = P(aAL*'KP) —w =0

(5) % = P(PMgL)-w=0  donde P(PMaL) = w

or
= afpl)y _ 4 =
(6) — = POALK™)~r =0
(7) gl’g = P(PMgL)—r =0 donde P(PMaK) = r
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Segun las C.P.O., una empresa maximizadora de los beneficios debe de-
mandar factores de produccion hasta donde se cumpla la condicion de que
su contribucion marginal a los ingresos (productividad marginal) sea igual a
su costo marginal de contratarlo. Si la empresa demanda factores donde su
contribucion marginal sea superior a su costo marginal, no estara deman-
dando los factores requeridos para maximizar su beneficio, caso contrario,
estaria demandando factores por encima de los requeridos, graficamente se
observa:

PxPMalL PxPMaK

w r
c i i
Vi : i ‘A
”””” k Vi
L2 L-* L+ L
e —

Grafico 14

Bajo los supuestos de los rendimientos marginales decrecientes de los
factores productivos que explican la relacion inversa entre el factor y su
productividad marginal, se observa en la grafica 14: a) que el demandar L,
unidades de trabajo, ésta tendra una contribucion marginal de V_ (en tér-
minos monetarios) por encima de su costo, w, (salario monetario), que esta
dado para cualquier nivel de trabajo (L), por lo cual la empresa no estaria
maximizando sus beneficios debido a que renunciaria a los que le reparta el
contratar L*, representados por el area comprendida entre los puntos E BC.
Caso contrario sucederia si la empresa demanda L_unidades de trabajo que
tendrian una contribucion marginal de V_por debajo de su costo, w, lo que
significa una pérdida para la empresa, representada por el area comprendi-
da entre los puntos E DA, en este caso la empresa estaria utilizando unida-
des de trabajo por encima de los que le garantizarian un éptimo beneficio.
Debe la empresa entonces aumentar la demanda de L si se encuentraenL .
o disminuirla si se encuentra en L, el nivel de trabajo L* sera el que permita
un optimo beneficio para la empresa. El analisis anterior sera similar para la
parte b) de la grafica, que corresponde a la demanda de unidades de capital,
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donde K*sera el nivel dptimo a utilizar de capital de forma tal que se obten-
gan los maximos beneficios econdmicos por parte de la empresa.

Las condiciones de primer orden establecen la existencia de un maxi-
mo pero no garantizan que éste sea global, es decir que la funcion de be-
neficios decrezca cuando se aleja en cualquier sentido de su punto maxi-
mo, llamado también punto critico. Para que exista un verdadero maximo
global se deben cumplir las condiciones de segundo orden, de tal manera
que a partir del punto critico (maximo) cualquier pequefia variacion de la K
disminuya los beneficios, es decir la pendiente (determinado por las deri-

or

T
vadas parciales (—— A ——) deben ser negativas:

o

8
© O0KoK

< 0 = 7, <0;productividadmarginaldecrecientedelcapital

O

9
© OLOL

< 0 = 7, <0;productividadmarginaldecrecientedeltrabajo

Ahora las productividades marginales decrecientes deben garantizar
que los costos marginales sean crecientes y no se presenten efectos cru-
zados entre Ky L que alejen el beneficio de su punto maximo, es posible
que al aumentar la produccion se requieran mas unidades de Ky L, se incre-
mente la productividad de L y disminuyan los costos marginales, alejandose
del punto critico, es necesario entonces que las productividades marginales
decrecientes sean lo suficientemente grandes para contrarrestar cualquier
efecto cruzado entre Ky L. Lo que significa que ademas de las condiciones

1 . 2 -2 2
de segundo orden, es necesario que: (77, 0°,* 7T, T+ 7T, 7)) < 0
Si se realiza la demostracion matematica se tiene que:
d’ 7T < Opara cualquier direccion que se aleje del maximo.

Si se toma el diferencial en la funcion de beneficios (1) :

(10) o =8—ﬂ8L+a—7[8K
oL oK
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2 2 2 2
(11) azg[ OF o T8 o ]am[ O oy OF aKJaK

oLl OLOK oKoL  0KoK
. 0’ o
Segun teorema de YOUNG: =
OoLoK 0KoJL
2 2 5
(12) azyzza’faﬁu o aLaK+a’ZaK2
oL OLOK oK

(13) Fr=mn,°+2n, LK + n, 0K

Como en la funcion de beneficios esta sujeta a una restriccion lineal (los
costos totales), solo deben considerarse las variaciones de Ky L que satis-
fagan la restriccion, para lo cual se debe calcular la diferencial total de la
restriccion:

CT=wL +rK
(14) CT—wL—rK =0 -> restriccion
Al tomar diferencial:
(15) —wdL-rdK = 0

O sea:

(16) dK = = WrdL

Si se combina la ecuacion (16) con las (5) y (7) que son las condiciones de
primer orden:

_ -P(PMgl) dL _ -PMgLdL _-md
(A7) K== > K="pex > K

7[1(
y al sustituir (17) en (13):
2
O’m =m0l + ZELKGL[—”—LE}LJ + T [_”_LaLJ
7Ty Ty
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2
V78 'L
(18) O’ =7, 0L =27, —OL* + W + Max TGLZ
T T K
Reordenando y sacando comun denominador
oL’
2 2 2
(19) 0°7 = = ( Z 7wk =27 W Wy + Ry 1)
K

Para que 0°n<0, se debe cumplir que:

(20) ( 77:[]'72'2K ~ 2y o oy +7TKK7Z'2L)<0

Las condiciones de segundo orden expuestas en las ecuaciones (8), (9)
y (20) garantizan que la funcion de beneficios sea cuasi concava, lo que per-
mite un maximo global.

Ejemplo:

La siguiente es la funcidn de produccion para taburetes:
O(L, K) =20 K" L**

Donde Q = Cantidad de taburetes

K = unidades capital (horas-maquina)

L =unidades de trabajo (horas-hombre)

Si el precio del mercado de cada taburete es de $2, el costo de una uni-
dad de trabajo es de $5y el de una unidad de capital es de $10.

a) Verificar que la funcion de beneficios cumpla las condiciones para que
exista un maximo global:

r=PQ-CT
= 2(20K"5 L") — 10K — 5L
Condiciones de primer orden

or
_— = -04]04) _ = =
e =r, = 2(12K*L") — 10 = 0 > P (PMgK) = 10
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or

_ — 0,67 -0.6) __ — =
=7, = 2(8K"L") 5 = 0> P (PMgK) = 5

Condiciones de segundo orden

=T =—9,6K L <0

o’r

oLoK

= = 06K L

or

2
e J = 7%k = 144K *[** ~100

o
oL

2
j =%, = 256K"2L12-25
Donde se debe cumplir que:
2 2
( WK =2 W7 + Ty T L)<°

O sea que:
-9,6 KPL-5(144 KSL5-100) — 2(9,6 K04L %) (24K L4~ 10) (1 6K"*L4-5)
-9,6K"L*(256K"*L"2-25) < 0, lo que se comprueba con los signos de

los sumandos.
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4.1. Demanda de factores y la funcion de oferta

Las ecuaciones (4)y (6) definen las condiciones que permiten demandar
los factores que maximizan los beneficios y encontrar un nivel éptimo de
produccion.

A partir de las condiciones marginales se pueden obtener las expresio-
nes para las demandas de Ky L:

(4) P(aAL*'KP) —w =0
(6) P(BAL*KP!) —r =10
Si se multiplicando la (4) y la (6) por L y por K respectivamente se tiene:
(21) PaAL“'KPL —wL = 0 & PaAL“KP—wL = 0
(22) PBALKP'K —rK = 0 > PBAL°KP—rK = 0
Como la funcién de produccion es:
QO = AL°K*
Las ecuaciones quedarian:
(23) PaQ—wL =10
(24) PBO—-rK =0

Despejando Ly K:
(25) L*= 22

(26) K* = ﬁ’;—Q

L*y K*seran las expresiones para las demandas 6ptimas de trabajo (L *)
y capital (K*) que son funciones de los parametros P, w, ry del nivel de pro-
duccion optimo Q*.

L*=L*(P.a, w, Q%
K*=K*(@P b, 1, 0%
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Para hallar el nivel 6ptimo de produccion, se introducen las demandas
optimas L*y K*en la funcion de produccion:

Q = AL°K*
_ (aPQY( pPOY’
o onf2(22)

2]
Sz
o2

a
1-a-f

(28) %= A”ﬂ[apj (Ej”“"
w r

La ecuacion (28) representa la produccion dptima que maximiza los be-
neficios como una funcion del precio del producto y de los costos de los fac-
tores Ky L y se denomina FUNCION DE OFERTA. La funcidn de oferta junto
con las funciones de demanda de factores proporciona la solucion completa
del problema de maximizacidon del beneficio.

Para el caso de una COBB-DOUGLAS, con rendimientos constantes a
escala, donde a+f = I, la funcion de oferta no esta bien definida. En este
caso con factores variables los costos marginales seran constantes y no de-
penden de la produccion. Si el precio del mercado esta al mismo nivel del
costo marginal (P = CMg), la cantidad ofrecida sera ilimitada y si el precio
estd por encima del costo marginal (P > CMg), no existe ninguna solucion
que maximice los beneficios.
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En el caso de una funcién de produccion COBB-DOUGLAS, con rendi-
mientos constantes a escala, se debe introducir un tercer factor fijo y deter-
minar asi costos marginales crecientes en los factores variables.

Ejemplo:
En la anterior funcion de produccion de taburetes, aparece un tercer fac-

tor fijo, la tierra T :

O(L K, T) = 20K"L02T 0

Q sera una funcion de produccion a corto plazo (un factor permanece
fijo), donde se supone que 7' = 2152 metros cuadrados:

O = 20K"3L"*(2152)%3
O = 200K"L"?

La anterior funcion de produccion presenta rendimientos decrecientes a
escala [(a+f)<I], lo que lleva a costos marginales crecientes.

n=Q0P—-CT

CT =rK+wL+vT

Donde: = costo del capital

w = costo del trabajo

v = costo o renta de la tierra

= P(200K*L"?) — yrK — wL —vT

Las condiciones de primer orden para hallar el maximo son:

= 100PKSL%? — r = 0 > 100PK?L9? = r

(1) 2

= 100PK"L % —w = 0 > 40PK’L"S = w

or
@) oL
dividiendo (1) entre (2) y despejando L
100PK*L'2  w o 25L

40PK*L"8 7 Kw

=r
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(3) L =rK, despejando;

25wl

(4) K= 2.5wr

Introduciendo (3), en la ecuacion (1), obtenemos la ecuacion para la de-
manda de capital:

0502
© 100PK 1;2 K02 _,
1,201 12w"™

83,25 PK 302w 02 = ¢

83,25 Pritw2 1

r K03
K3 = 83,25 Proswo?

K = (83,25P)3’331’(2'67W-0’67

* 3,33
(6) LS g’:éj; - funciodn para la demanda de capital

Introduciendo (4) en la ecuacion (2), obtenemos la ecuacion para la de-
manda de trabajo.

0.5
) 4OP( e WLJ L% =y

r

63,25Pw'SL3
705 -
poso —wr
63,25 Pw"s
w33 63,25 P
LY =—gsp 2L e
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_(63,25P)*

1,67 1,67
w 4

® L*

-> funcidn para la demanda de trabajo.
Por Ultimo, si se introducen las ecuaciones (6) y (8) en la funcion de pro-

duccion a corto plazo, obtenemos la ecuacion para la funcion de oferta.
0 = 200 K*L"?

0 - 200 [(83,25 p)>® }0’5{(63,25 p)>» T’z

2,67 . 0,67 1,67 . 1,67
r w r w

2.67 ...0567 1.:67".,,.1.67
r

. 1.3164%(63,25P)** "’[ (63,25P)** "
w r w

1.34_ 0,34 033,033
r w r w

0= zooM_ 13614 (63,25P)" _][(63.25P)°‘67 ]J

332.7(63.25P)*

Q= T = funcion de oferta
rtwe

La anterior funcion de oferta es homogénea de grado cero, lo que sig-
nifica que si tanto el precio del producto (P) como el costo de los factores
variables (w, r) varian en la misma proporcion, la cantidad ofrecida no varia,
supongamos por ejemplo que P, wy r, se duplicaran:

o 332,7((63.25)* 2 2P)* | 332.7(2)**(63.25)** P

(2r)].67 (2w)0.67 - 21,67 rl.l7 2067 w0.67

_332.7(2)*33(63.25P)*32
Q - D2.33 11.67,,,0.67
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Entonces:

332.7(63.25P)**

I,.I.67 W0.67

Q =
Que es la misma funcion de oferta.
Si se supone que:

r = $30—hora maquina

w = $20 —hora hombre

0= 332.7(63.25P)*3’
(30)1.67 (20)0.67

O = 2304, 60 P>*

Si, P = 81, la empresa ofrecera 2304.60 taburetes por hora, los que se
produciran utilizando:

_ (83.25p)3%
K== aems—
__®.25 -
K (3002 (20" 38 horas maquina
_ (63.25)%%
L= — e
L (632597
(20)1.67(30)1.67
(6329
L 2007307 22.8 horas-hombre

Sise introducen estas demandas de factores en la funcion de produccion
a corto plazo:

Q — 200 K0.5 L0,2
O = 200(38)"3(22.8)"? = 2.304

Con estos factores los costos variables a corto plazo seran:
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CVT=wL +rK
CVT =20(22.8) + 30(38) = 1.596

Los ingresos que son de $2.304, cubriran los costos variables y los costos
fijos, maximizando asi su beneficio.

4.2. Los factores especificos y la
distribucion de la renta

Dentro de las teorias del comercio internacional, se encuentra el modelo
desarrollado por Paul Samuelson y Ronald Jones (1971), como una extension
del modelo ricardiano de la ventaja comparativa.

El modelo de factores especificos, a diferencia del ricardiano, permite
la existencia de otros factores de produccion, distintos del trabajo. En este
caso el trabajo es un factor movil que puede desplazarse entre los sectores
de la economia, mientras que los demas factores seran especificos o fijos
para un determinado sector.

El comercio internacional tal como lo demuestra Ricardo puede llevar
a que todos los paises se beneficien, sin embargo, en la realidad se observa
que éste no es tan claramente beneficioso, si bien es cierto las naciones se
pueden beneficiar mutuamente con el comercio, también es cierto que de-
terminados sectores de un pais se podrian perjudicar, al menos en el corto
plazo.

Para el caso del modelo de factores especificos se parte de los siguientes
supuestos.

- 2 bienes = manufacturas y alimentos
- 3 factores de produccion; trabajo (L), capital (K), tierra (T)

- La producciéon de manufacturas presenta un factor especifico, el capi-
tal, y un factor movil, el trabajo.

0,=9,L,x)

La produccion de alimentos presenta un factor especifico, la tierra, y un
factor movil, el trabajo.

0,=0,L, T)
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Las funciones de produccion al tener un insumo fijo, seran a corto plazo,
con rendimientos marginales decrecientes, cuya representacion se observa
en la grafica 1s:

Qm = Qm(Lm. K) Qa=Qa(La, T)
Qm Qa
Lm La
Grafico 15

El hecho de que las funciones de produccidn presenten rendimientos
marginales decrecientes establece la diferencia fundamental con el modelo
ricardiano, que supone rendimientos constantes. La frontera de posibilida-
des de produccion presentara costos marginales crecientes y tendra forma
cdncava (grafico 16).

Qa

Qum
Grafico 1

Los sectores econdomicos maximizadores del beneficio demandaran el
factor trabajo (L) segun se cumpla la condicion:
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PPMal, =w->demandadel,

PmPMalL, =w-> demandadelL,,

La expresion grafica de la condicion seria: (grafico 17)

Valor Producto Valor Producto
Marginal del Marginal del
trabajo en trabajo en
alimento manufactura
w T w !
i i
1 1
i i
! | PnPMalL
I PaPMala P Fm m
L*a La L*m Lo
Grafico 17

Si se reunen los diferentes trabajos en un solo grafico o caja: (grafico 18)

Valor Valor
producto producto
marginal del marginal del
trabajo en trabajo en
manufactura alimentos
YR— w
PmPMalm

Grafico 18
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El punto E, define el equilibrio en esta economia donde existe un salario
nominal (w) para los dos sectores, y una asignacion del trabajo total para
cadasector, L,y L,,.

En E se cumplen las condiciones para demandar los niveles éptimos del
trabajo, que permitan obtener una maxima produccion.

(1) P,,PMal, = P, PMaL = w -> expresada en términos nominales

w
(2) PMalL,, =
P, Expresadas en términos reales, donde
W w/P, es el salario real para cada sector
(3) PMaL, =
P,

En la medida que exista una variacion relativa en los precios de los bie-
nes en una proporcion distinta, se produciran efectos reales en la economia
como el empleo, la produccion, las rentas de los trabajadores, los capitalis-
tasy los terratenientes.

Para explicar estos efectos, vamos a utilizar el siguiente problema:

“Una economia puede producir el bien 1 utilizando trabajo y capital y el
bien 2 utilizando trabajo y tierra. La oferta total de trabajo es de 100 unida-
des. Dada la oferta de capital, las producciones de los dos bienes dependen
de las cantidades de trabajo de la siguiente manera’ :

7  El planteamiento del problema es tomado del libro Economia Internacional de Paul
Krugman y Maurice Obstfeld, quinta edicion, paginas 61y 62.
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L | @ | emga | L | a3 | Pmgle
10 25.1 1.51 10 39.8 1.59
20 38.1 1.14 20 52.5 1.05
30 48.6 0.97 30 61.8 0.82
40 57.7 0.87 40 693 0.69
50 66.0 0.79 50 75.8 0.61
60 73.6 0.74 60 81.5 0.54
70 80.7 0.69 70 86.7 0.50
8o 87.4 0.66 8o 91.4 0.46
90 93-9 0.63 90 95.9 0.43
100 100 0.60 100 100 0.40

El bien 1, corresponde a la manufactura, el bien 2 corresponde al alimen-
to.

Inicialmente se determinan las condiciones de equilibrio, o sea el trabajo
demandado en cada sector, la produccion de cada bien y las rentas de los
trabajadores, los capitalistas y los terratenientes.

Segun los datos suministrados en la tabla anterior, se puede suponer que
la informacion sobre la produccion parte de una funcion tipo COBB-DOU-
GLAS, cuya estructura formal seria:

@ 0, = AL K"

Como KPes constante, entonces:

(5)0,,=H, L, %donde H = AK”, esuna constante, como valor depende
de la tecnologia y de la participacion del factor especifico (K) en la produc-
cion.

L
© Q,=AL,T 4

Como 7, es constante, entonces:

(7)Q,=H L*,;donde H, = AT’, es una constante, cuyo valor depende de

la tecnologia y de la participacion del factor especifico (7) en la produccion.

Inicialmente se evaluaran los parametros Hy a para cada sector.
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d
En(5) PMalL,, = dg—M =aH L

M

L% m

PMal,, = aH , —

como Q, = H, L% ,entonces:
M

©) PMalL,, = aQ—M

M

d
En(z) PMaL , = d%A =il B

A

L7 4
PMal , = aH , T; como Q, = H,L*,, entonces:
4

(9) PMaL; = o &;

A

Sise utiliza lainformacién de la tabla, se toman los datos correspondien-
tesal, =100y LA = 100, cuyas producciones totalesy marginales son 100;
0,60; 100y 0,40 respectivamente, se tiene que:

_ 100 _
En(8) 0,60 = a 700 ;oseaque a, =0,60

100 _
En(9) 0,40 =a 700 i 0seaquea, = 0,40
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Ahora:
0, 100
De(s): H,, = = =6.31
TR
H, =631
Por lo que:

0.6
(20) QM = 2 lLM - funcion de produccion a corto plazo para las

manufacturas
g .0, 100 _
de (7): H, Iz 700°7 15,85
H,=1585
Por lo que:

0.4
(12) QA = 15.85LA —> funcion de produccion a corto plazo para el
alimento .

Si se supone que el precio del alimento respecto al de la manufactura es
de 2, osea: P, /P, = 2, se deben encontrar las demandas de trabajo en cada
sector, cuyas condiciones establecen que:

P, PMaL, = P PMaL,

| Py _ PMal,,

(22 =
P, PMal,

De las ecuaciones (10) y (11) se encuentran las producciones marginales
de la manufacturay el alimento respectivamente.

(133 PMaL,, =3.786L,,*

) PMal | = 6.34L7°
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Reemplazando en (12)

3.786L,"

(15)
6.34L;1‘"6

3,786 L,/ = 12,86 L

L4 =335L

0.6
04 _ L,

M 335

= L} =0.30L%; como: 100=1L, + L,

L, =030(100—L,)"

El despeje respectivo arroja que:
L, = 29,30, porloquelL, = 70,70
Sisuponemosque: P, =2y P =1y

P, PMal, =P PMaL, = w, en(13)y (14) tenemos:

1[3,786 (29,30)4] = 2[6.34(70.70)5] = w
0.9850 = 0.9850 = w

El salario nominal sera de 0.9805 unidades monetarias.

. , W 0.9850
El salario real sera: P = 7 en el sector de las manufacturas
M
;: = 0'9550 = (0.4925 en el sector del alimento

A

El salario real estd establecido en unidades fisicas del producto, e indica
el nimero de bienes que se podrian adquirir con el salario monetario.
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Ahora se encuentran las producciones respectivas de manufactura y ali-
mento, introduciendo las demandas del trabajo en cada funcion de produc-
cion:

0, = 6,31(29.30)" = 47.88
0, = 15,85(70.70)* = 87.06

Se calcula el PIB:

PIB=P,Q, +PQ,=1(47.88) + 2 (87.06) = 222

Se calculan las rentas:

- De los trabajadores = RL = wL, + wL,

wL, = 0.9850(29.30) = 28.86 > renta en la manufactura
wL = 0.9850(70.70) = 69,64 - renta en el alimento
RL=wL, +wL, = 2886+ 69.64 = 98.50

- Deloscapitalistas (RK) =P, O, —wL, = 1(47.82)-0.9850(29.30) = 19.01
- De los terratenientes (RT) = PO, —wL,
= 2(87.06) — 0.9850(70.70) = 104.48

Se evaluan las cuentas nacionales
PIB = Rentas
Rentas = RL + RK + RT = 98.50 + 19.01 + 104.48 = 222

Ahora se considera qué pasaria si el precio relativo del alimento (P_/P))
baja a 1; para lo cual se deben encontrar las nuevas demandas de trabajo,
para ello reemplazamos en la ecuacion (12).

3,786 L,
6.34 L 0

6.34L "0 =3.786 L,/

L’ =16746 (100 L, )"

Universidad de Manizales -53



54 -

DANIEL TABARES PERALTA

L/ =0.59716 (100 -L, )"’

El despeje respectivo arroja que:
L, =62.72 porloquelL, =37.27
Sisuponemosque: P =1y P, =1
P PMalL, =P PMal, K =w

1/3.786(62.72)%] = 1][6.34(37.27)"°] =w
0.7232 =0.7232 =w

El salario nominal sera de 0.7232 unidades monetarias.

El salario real sera:

w__ 07232 _ 0.7232 en el sector de las manufacturas
P, 1
;)V _ 0 7]232 = ().7232 en el sector de alimentos

A

Las producciones de manufacturas y alimentos:
0, =6.31(62.72)"0 = 75.59
Q,=15.85(37.27)"* = 67.39

Calculo del PIB
PIB=P QO +PQ, =1(7559) +1(67.39) = 142.98

Calculo de las rentas:

- Delostrabajadores = RL = wL,, + wL
wlL, = 0.7232(62.72) = 45.36 - renta en la manufactura
wL, =0.7232(37.27) = 26.95 - renta en el alimento
RL =wL,,+wL, = 4536 + 26.95 = 72.31
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- De los capitalistas RK = 1(75.59) — 45.36 = 30.23

- De los terratenientes RT = PO, — wL

=1(67.39) — 26.95 = 40.44

Se evaluan las cuentas nacionales

PIB = Rentas

Rentas = RL + RK + RT =72.31 + 30.23 + 40.44 = 142.98

Efectos de la disminucion en el precio relativo del alimento (P /P, ) al
pasarde2a1

- El salario nominal baja de 0.9850 a 0.7232
- El salario real en manufacturas bajé de 0.9850 a 0.7232
- El salario real en alimentos subi6 de 0.4925 a 0.7232

Como las cantidades demandadas de trabajo dependen del salario real,
al bajar éste se aumentan las cantidades demandadas, lo que ocurrié en el
sector de manufacturas al subir el empleo de 29.30 a 62.72 unidades de tra-
bajo empleados; caso contrario ocurrio en el sector de alimentos donde el
aumento del salario real disminuyd la demanda de trabajo de 70.70 a 37.27
unidades (grafico 19).

Estas variaciones en el nivel de empleo se ven reflejadas en las cantida-
des producidas, al aumentar la demanda de trabajo en el sector manufactu-
ras la produccion aumento de 47.88 a 75.59 unidades producidas, mientras
que en el sector de alimentos la disminucion del trabajo producidas al pasar
de 87.06 a 67.39 unidades producidas.

El efecto sobre el ingreso de los trabajadores es ambiguo mientras unos
ganaron al tener un mayor salario real (sector alimentos) otros perdieron
(sector manufacturas).

Los capitalistas vieron incrementadas sus rentas al pasar de 19.01 a
30.23, debido a que ahora producen mas y pagan un menor salario real.

Al contrario los terratenientes, vieron disminuidas sus rentas al pasar de
104.48 a 40.44, debido por una parte a la disminucidn de la produccidn y de
los precios de los alimentos (menor ingreso) y por la otra al aumento en los
salarios reales.

En el caso de la disminucion del precio relativo del alimento el PIB dismi-
nuyo al pasar de 222 a 142.8.
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Valor Valor
producto producto
marginal del PaPMala marginal del
trabajo en la trabajo en
manufactura alimento
0.9850 |--------mm---o3
1
i
0.7232 i
Lol [I
H \
i i
1 H
1 H
i |
1 H
i i
A
e ~
Lm =29.30 La=70.70
. AL J
~
Lu = 62.72 e
Lm =37.27
A _
~
L=100
Grafico 19
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i
1
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Grafico 20
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A los precios relativos del alimento de 2 se producen 87.06 alimentos y
47.88 manufacturas, al disminuir los precios relativos de 2 a 1, se produce un
desplazamiento sobre la frontera de posibilidad de produccion de B a A (ver
grafico 20), donde la produccion de manufacturas aumenta a 75.59 y la de
alimentos disminuye a 67.39.
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